7 — Polynomes d’endomorphismes ou de matrices
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Soit # un endomorphisme.

Déterminer P(u) dans les cas suivants :
* le polynéme Pest une constante ;

* le polynéme Pvaut P = X.

Donner une définition des projecteurs et des
symétries en termes de polyndme annulateur.

Comparer les espaces propres d’'un endo-
morphisme % et d’un polynéme en u: P(u).

Soient P un polynéme et z un endomor-
phisme de E. Les propositions « u est diago-
nalisable » et «P(u) est diagonalisable »
sont-elles équivalentes ?

Soit # un endomorphisme sur un

espace vectoriel de dimension 7.
Peut-on trouver un polynéme P annulateur
de #non nul et tel que P(0) = 0 ?

a. Lidéal annulateur d’une matrice
Ae M, (R) peut-il étre réduita {0} ?
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D 9

b. Méme question pour un endomorphisme
d’un espace vectoriel E.

Soit A e M, ().

Récapituler les propriétés connues sur les
racines, les multiplicités et le degré :

a. du polynome caractéristique de 4 ;

b. d’un polynéme annulateur de 4 ;

c. d’un générateur de I'idéal annula-
teur de 4.

On pourra dans chaque cas indiquer si I'hypo-
thése « A diagonalisable » permet d’ajouter des
informations.

Expliciter le théoréeme de Cayley-

Hamilton pour une matrice de Jly(K).

On suppose que M a pour polyndome carac-
téristique (3 —x)212(4 — x)**1. Donner une
condition nécessaire et suffisante de diago-
nalisabilité de M facile a mettre en ceuvre.
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Savoir appliquer le cours

Montrer que les ensembles suivants sont des
idéaux de C[X] et en donner un générateur.
a. Lensemble des polynémes nuls en 1.

b. Lensemble des polynomes Ptels que :
P(0) = P’(0) = P”(0) = P”(0) = 0.

L’ensemble des polynémes dont la

dérivée s’annule en 0 est-il un idéal ?

Soit M € M,(R) telle que M° = 1.

a. M est-elle diagonalisable sur C ?

b. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante de diagonalisabilité sur R.

Soit une matrice M € JL,(C) telle que :
M(M-3I) = 0.

Faire 'inventaire des possibilités pour le spec-

tre, le polyndme caractéristique et I'idéal des

polynémes annulateurs de M.

Soit A€ JM,(R).
Montrer que si A4 est trigonalisable, alors, pour
tout polynome P, P(A4) est trigonalisable.

a. Quel est I'idéal annulateur de

I’homothétie de rapport A # 0?
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b. Quel est I'idéal annulateur d’un projec-
teur?

c. Quel est celui de 'endomorphisme de
dérivation D de I, [X]?

Soient deux matrices M et N de Jly(C)
annulant toutes deux le polynéme :

P(X) = X2-3X+2.
Peut-on dire qu’elles sont semblables ?

a. Calculer les puissances successives de
311

M=1131
113

b. Exhiber un polynéme annulateur de M
de degré 2.
c. Sans calcul, déterminer les valeurs pro-
pres de M.

Soit 4 une matrice de Jl3(R) telle que
A* = A? etadmettant au moins -1 et 1 pour
valeurs propres.

Montrer que 4 est diagonalisable.
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