4 — Généralités sur la logique, les ensembles
et les applications

i Avant la c
H_ =

Tester ses connaissances

olle

) 1

D 2

D 3

D 4

Déterminer si les assertions suivantes sont
vraies ou non (en le démontrant bien entendu).
a. Vxe R, Vye R, x+y2 = 0.
b. Vxe R, dye R, x+y% = 0.
c. Iye R, Vxe R, x+y? = 0.
d.Vye R, 3xe R, x+y% = 0.
e.dxe R, Vye R, x+y2 = 0.
f. Ixe R, Jye R, x+y? = 0.
g Vye R, Vxe R, x+9y? = 0.

P et Q sont deux prédicats définis sur
I’ensemble E. Développer la négation dans
chaque cas suivant :

a.Von(Vxe E, (P(x) = Q(x)))

b. Non(Ix € E, (P(x) et Q(x))).

c. Non(Vxe E, (P(x) ou Q(x))).

Soit £ = {a, b, ¢}. Déterminer ’ensemble
des parties de E.

Dans chaque cas, 'application fde [-3 ; 3]
dans [0 ; 4], dont on fournit le graphe,
est-elle injective ? surjective ? bijective ?

[T AR

D 5

D 6

D 7

C.
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-3 o] 1 3
Dans chaque cas, 'application définie est-
elle injective ? surjective ? bijective ?
a. f:R->R b. g: R, >R
x> x2 x> x2
c. h:R >R, d. £ : R->R,
x> x2 x> x2

Soit fune application de E dans F

Les propositions 4 et B sont-elles équivalen-
tes, 'une implique-z#elle I'autre ?

a. A: festinjective et  B:tout élément de F
admet au plus un antécédent par f.

b. A: fest surjective et B tout élément de
admet au moins un antécédent par f

c. A: fest bijective et  B:tout élément de
admet exactement un antécédent par f°

d. 4: fest surjective et B: f(E) = F.
e. A: festinjectiveet B: f~I(F) = E.

Soit fune application de E dans F et soit g
une application de F'dans E.
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ou fausses ?
a. Si fet gsont bijectives alors

b. Si fet gsont bijectives alors
c. Si gof estbijective alors

[ et gsont bijectives.
d.Si gof = Idg alors

Les propositions suivantes sont-elles vraies

gof estbijective et (gof)™! = glofL

gof estbijective et (gof)™! = flogL

9

Soit £ un ensemble ordonné et soit 4 une
partie de E. Les propositions suivantes sont-
elles vraies ou fausses ?

a. Sl existe, le plus petit élément de A est
I'unique minorant de 4 qui soit dans 4.

b. S'il existe, le plus grand élément de A4 est
I'unique majorant de 4 qui soit dans 4.

c. Si 4 est majorée, elle admet un plus grand
élément.

L P
getfsontbijectives et g = f71. d. Si 4 admet un plus grand élément, celui-

D 8 1. Montrer que sur Z, la relation « inférieur ci est le plus petit des majorants de 4.

ou égal » (notée <) est une relation d’ordre.
Cet ordre est-il total ?

2. Larelation « inférieur strictement » (notée <)
est-elle une relation d’ordre sur Z ?

e. Si Lensemble des majorants de 4 admet
un plus petit élément, celui-ci est également
le plus grand élément de 4.

Savoir appliquer le cours

b. Montrer que :

BU(ﬂAi) = [)(BU 4)).

iel iel

k 1 Pour chacune des assertions suivantes, déter-
miner la négation. Préciser laquelle, de I'asser-
tion initiale ou de sa négation, est vraie.

2. Soient (A4;),.; et (Bj)j-ej deux familles
de parties d'un ensemble £.

a. Vne N, dme N, m=n.

b. 3me N, Ve N, m=n.
a. Montrer que :

c. Vxe R, (e R, y2=x) = (x=0).
ye R, y (UAZ_)Q(UB]_) - U @nBs).
d. e R, VxeR,, -x<y<u. gt ey (ij)e Ix
b. Montrer que :
D 2 Soit un ensemble E, et soient 4, Bet C trois
parties de E. (ﬂAz) U (ﬂ Bj) = m (4; U B]')‘
iel jeJ (i,)e IxJ

Montrer que :

((AUC)c (AU B) et (AN C)c (AN B))
— CcB D 5 Montrer que l'inclusion définit une relation

d’ordre sur 'ensemble des parties de N. Cet

ordre est-il total ?

3 Démontrer la proposition 7.

D 6 On définitla loi * par V(x, y) e R,

4 1. Soit (4;);,.; une famille de parties d’'un
xxy = x2+9y2

ensemble £ et soit Bune partie de E.

1. Vérifier que * est une loi de composition
interne sur R,.

a. Montrer que :

BN (UA,) = JBn4).
iel el 2. Laloi * est-elle associative ? commutative ?

Admet-elle un élément neutre ?
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