9 — Séries entieres

~_Avant la colle

Tester ses connaissances

D 2

D 3

D 4

D 5

D 6

Les polynomes peuvent-ils toujours étre vus
comme des séries entiéres de rayon de conver-
gence +oo ?

Une série entiére de rayon de convergence
+o0 est-elle toujours une fonction polynéme ?

Soit (a,) ., une suite de complexes de limite
nulle.

Que peut-on dire du rayon de convergence
de la série Y a,x"?

Soit Z a,2" une série entiére et un complexe

z, tel que la série Zanzg est semi-conver-
gente.
Que dire du rayon de convergence ?

Pour quelles valeurs du réel ¢ a-t-

oo
on I'égalité (*) : In(1-1¢) = _Z%?
n=1

a. Montrer que le rayon de convergence de
la somme de deux séries entiéres peut étre
différent du minimum des deux rayons.

b. Méme question avec le produit de Cauchy.

Sans refaire les démonstrations,

rappeler les étapes nécessaires pour prouver

D 7

D 9

qu’une série entiére de rayon de convergence
R a une fonction somme de classe 6> sur
]_R’ R[

Montrer que la fonction « sinus cardinal »

sinx
x+—> —— est €= sur R.
X

La fonction arctangente est-elle développa-
ble en série entiere ? Si oui, donner ce déve-
loppement et son rayon de convergence.

Soit une fonction fde classe €= sur R et
développable en série entiére au voisinage
de 0. Le rayon de cette série entiére est-il
nécessairement +oo ?

D 10 Si une suite de complexes (a,), . Vérifie

+oo
Vte -1, 1], Zant"= 1-t¢, que peut-on
n=0
dire des complexes a, ?

p 11 Soit Run réel strictement positif.

On suppose que la série entiere » a,2" a

pour rayon de convergence R et que la série
E |a,| R converge.

Quel est le domaine de continuité de la fonc-

tion somme ?
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Savoir appliquer le cours

Calculer le rayon de convergence de
I
Qe

Pour toutes les valeurs de R possibles, don-
ner un exemple de série entiére de rayon de
convergence R.

Soit la fonction f définie par f(0) = 0 et
-1

pour xnon nul, f(x) = e*’.

a. Montrer que la fonction fest €= sur R,

avec pour tout entier n positif, f®(0) = 0.

b.La fonction f est-elle développable en
série entiére au voisinage de 0 ?

Montrer que 'on peut développer 1;2
en série entiére pour |z < 1. (1-2)

Développer en série entiére la fonction don-

1
J1—x2

Calculer le rayon de convergence de
n+2

—D*lnn - -
Z( ) M2n+ 3

Sur quels intervalles de R, la série de

. X" . p
fonctions E = converge-t-elle uniformément ?
n!

née par f(x) = au voisinage de 0.

n

D 8

b 9

Soit o un réel strictement positif.
Comparer les rayons de convergence de

Z a,z" et Z a,n*z".

Soit (a,),, n une suite de complexes non nuls.

Soit Re R;. Les propriétés suivantes sont-
elles équivalentes ?

||

() R est la limite de la suite .
‘an+1‘

(#) La série E a,x" a Rpour rayon de conver-
gence.

D 10 Soient deux séries entieres Zanz" et anz”.

On pose ¢, = max(|a,|, |,]).

Quel est le rayon de convergence de Z €, 2" °

D 11 Soient un réel a>0 et une fonction fde

classe 6>~ sur I = ]-a, af.
On suppose qu’il existe p > 0 et M € R tels
que pour tout entier n,

M - n!
sup TARIEIIES p"n

Montrer que f est développable en série
entiére au voisinage de 0.
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