8 — Séries de fonctions

~_Avantla colle
_H—‘_E—-.—_

Tester ses connaissances

b 1 Rappeler quelles relations d’implications

) 2.

existent entre les différents types de conver-
gence de séries de fonctions : simple, abso-
lue, uniforme, normale.

On suppose que les fonctions f, sont conti-

nues sur [0, 1] et que Z [, converge nor-

malement tout [0, a],

0<a<l.
a. Y a-t-il convergence normale sur [0, 1[?

sur segment

b. La fonction somme est-elle continue sur
[0, 1[?
c. Lafonction somme a-t-elle une limiteen 1 ?

) 3

D 4

D5

Citer les différents théorémes permettant
d’intégrer la fonction somme d’une série de
fonctions.

On consideére une suite (f,) de fonctions
€= sur R,
Z fa(x) converge.

Quelles hypothéses permettent de montrer
que la fonction somme est €= sur R, ?

telle que pour tout réel x = 0,

Pour appliquer le théoreme d’interversion
série-intégrale sur un intervalle quelconque, il
faut une hypothese sur la fonction somme ; la
rappeler.

Vous parait-elle superflue ? facile ou délicate
a prouver ?

Savoir appliquer le cours

» Corrigés p. 284

D 1

D 2

P 3

— cos?(n0)

On définit F(0) = Z -
n=1
a. Montrer que Fest continue et périodique
sur R.
b. Calculer sa valeur moyenne en utilisant

400
1 =2

26

n=1 n

Déterminer les intervalles sur lesquels
X" .
— converge simplement, et ceux sur les-
n2

quels elle converge normalement.

On pose f,(x) = (=1)%e~*"" et

F(x) = ) fu(x).
n=0

b 4

D 5

a. Montrer que Fest continue sur R,

b. Montrer que F est intégrable sur Ri et

calculer son intégrale sous forme de série
+oo

. 1 _m?

on utilisera Z— =—).

( 5=1)

n=1
+o0 1
On définit la foncti = .
n définit la fonction {(s) ;ns

a. Donner son domaine de définition.
b. Montrer qu’elle est ‘€= sur son domaine.
c. Calculer sa limite en +oo.

On suppose que les fonctions f, sont conti-

nues et que la série g f, converge norma-

lement sur un segment [a, b].
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N

Montrer que 'on peut écrire :

+o0 +oo
AR
n=0 1 n=0

D 6 Examiner les différents types de convergence
(simple, normale et pour les PSI, uniforme)

pour la série Z x" sur les intervalles de R.

+oo
xﬂ
D 7 On pose F(x) = Z;—h—

a. Montrer qu’il y a convergence normale
sur tout segment [—¢q, a], 0<a<1.

b. Chercher l'intervalle maximal sur lequel
il y a convergence simple.

C. Prouver qu’il y a convergence uni-

forme sur [-1, 0].

d. Prouver qu’il n’y a pas convergence

uniforme sur [0, 1[.
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