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Tester ses connaissances ➤ corrigés p. 250

1. a. Quelles sont les boules de  et de
? 

b. Décrire la boule unité fermée de  pour
  

2 On considère  et 
a. Quels sont les éléments de la boule fer-

mée de centre f  et de rayon  pour ? 

b. Même question pour 

3 On considère deux normes équivalentes N
et  sur un espace vectoriel normé E. Indi-
quer, parmi les énoncés suivants, ceux pour
lesquels on peut omettre de préciser laquelle
des deux normes est concernée. 
a. La suite  de vecteurs de E  converge. 
b. Tous les vecteurs de la suite  ont
même norme. 
c. L’application f :  est 1-lipschit-
zienne. 

4 a. Soit E  un espace vectoriel. 
La notion de « partie bornée de E » a-t-elle
un sens ? 
b. L’image d’une partie bornée par une fonc-
tion continue est-elle bornée ? 

5 Y a-t-il des implications entre convergence
en moyenne et convergence simple ? 

6 Soit I  un intervalle de  
Peut-on comparer la norme de la convergence
en moyenne et la norme de la convergence
en moyenne quadratique sur I ? 

7 Soient E, F des espaces vectoriels nor-
més de dimension finie. 
a. Soit f  une application continue de A, par-
tie de E, dans F. 
L’image réciproque d’un ouvert de F est-elle
nécessairement un ouvert de E ? 
b. Soit f  application continue de E dans F. 
L’image directe d’une partie fermée est-elle
toujours fermée ? 

8 Soit K un compact d’un espace vectoriel
normé E de dimension finie. Soit 
Montrer que l’on peut définir :

Que peut-on dire de plus ? 

9 Soit f  un endomorphisme d’un espace

vectoriel normé 

Peut-on définir ?

Est-ce un maximum ? 
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◗ �, .( )
�, .( )

�2

 1,  2,  ∞.

◗ E � −1, 1[ ]( )= f . .=

1
2
---  ∞

 1.

◗
N′

un( )n∈�

un( )n∈�

E E→

◗

◗

◗ �.

◗ PSI

◗
a E.∈

d a, K( ) inf k∈K a k– .=

◗ PSI

E,  ( ).

sup f x( )
x

--------------- , x E, x∈ 0 ≠ 
 
 
 

7 – Normes et continuité

©
 N

at
ha

n,
cla

ss
e 

pr
ép

a



14

Savoir appliquer le cours ➤ Corrigés p. 252

1 Soient x,  deux éléments d’un espace vec-
toriel normé. 
a. Montrer que les boules  et

 ont une intersection non vide si
et seulement si 
b. Si  peut-on dire que
l’intersection est un singleton ? 

2 On se place dans un espace vectoriel normé
E, et on considère 
a. Soit  une suite strictement décroissante
de réels positifs, de limite 
Déterminer l’intersection des boules ouver-
tes de centre x et de rayon 
b. Si on suppose seulement que la suite 
est décroissante, le résultat précédent est-il
modifié ? 

3 Comparer les normes de  définies par
les expressions suivantes : pour un polynôme

 (les  étant nuls à partir d’un

certain rang) :

 

4 a. Montrer que si  alors

 est intégrable sur 

b. Est-ce vrai si on remplace  par
? 

5 Quelle est la norme subordonnée des
endomorphismes suivants de l’espace eucli-
dien : 
a. une homothétie ? 
b. une projection orthogonale ? 
c. une symétrie orthogonale ? 

6 Déterminer les points intérieurs et les points
adhérents des parties suivantes de : 
a. ; 
b. ; 

c.

7 Soit 
Rappeler ce qu’est un demi-plan ouvert de E
et montrer qu’une telle partie de E est ouverte. 

8 a. Soient  et J deux segments de
 et f une fonction continue sur 

Montrer que la fonction F définie par

 est continue sur J . 

b. Même question si J est un intervalle quel-
conque. 

9 Montrer que  est un ouvert
de 
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