5 — Dérivées et intégrales
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Tester ses connaissances
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a. Rappeler ce qu’est I’égalité des accroisse-
ments finis.

b. Montrer qu’elle ne s’étend pas aux fonc-
tions a valeurs vectorielles.

Soient deux applications M et N définies d’un
intervalle /de R dans J,([K), de classe 6*.

Peut-on écrire une formule pour calculer

L mwNw)?
de# '

Soient deux applications M et N d’un inter-
valle 7dans ,(K), de classe 6%, telles que
pour tout t€ I, M®(¢) = NH(z).

Que peut-on dire ?

Soient £ un espace vectoriel normé de
dimension finie et /et J deux intervalles de
R. Donner une «formule de dérivation
pour % e f» dans chacun des cas suivants :
a. pour f fonction 6! de /dans J, ufonction
€! de Jdans E;

b. pour u et ffonctions 6! de /dans L(E);
c. pour u € L(E) et ffonction 6! de /dans
E.

Les fonctions suivantes sont-elles C!
morceaux sur R:
a. la fonction f : x+> [sinx] ?

b. la fonction g : x+— /|sin(3x)| ?

par

a. Existe-t-il un 6! -diffeomorphisme de R
sur R} ?

b. Méme question de R sur -1, 1[.

c. Méme questionde [- 1, 1[ sur ]-1, 1.

Une bijection de R dans R, strictement
croissante et de classe 6% est-elle un 6*-
difféomorphisme ?

) s

D 9

D 10 On suppose qu'une fonction fdéfinie sur R

. 110n suppose que f est une fonction continue

Proposer une généralisation du théoréme du
prolongement dérivable pour une fonction
@* sur 10, 1] et continue sur [0, 1], etla
démontrer.

Tous les équivalents considérés sont pour ¢
tendant vers 1.

a. La relation f(¢)~(t-1)? entraine-t-elle
t t
- —1)2dy?
Lf(u)du Jl(u )2du
b. La relation f(¢)~(t-1)? entraine-t-elle
t t
du~ —1)2du?
[ fadu~| @-1)2du
c. La relation f(¢) ~ (¢— 1) 2 entraine-t-elle

¢ ¢ 1
. _1)2
J'lf(u)du jl(u 1) 2du?

admet pour développement limité en O :
F(h) = ag+ hay + %h2a2+ o(h2).

a. Montrer que la fonction fpeut étre pro-
longé en 0.

b. Peut-on dire que a, estladérivée de fen0?
c. Peut-on dire que a, est sa dérivée

seconde en 0 ?

de R} xR} dans C, et que pour chaque
réel x>0, ¢t~ f(x,¢) est une fonction
intégrable sur R;.
Pour appliquer le théoréme de continuité
sous intégrale a 'expression

F(x) = J.;wf(x, t)d¢, Thypothese de domi-
nation suivante suffit-elle :
«pour tous réels a, b, 0 <a<b, il existe

une fonction ¢ intégrable sur R; telle que,
pour tout xe R; et tout ‘€ [a, b],

f(x, Dl < o) »?

© Nathan, classe prépa

5

5 - Dérivées et intégrales




o

Savoir appliquer le cours

) 1

D 2

b 3

D 4

Soit £un espace euclidien.

On suppose que u : ¢+ u(t) est une fonc-
tion de classe 6! de R dans E avec, pour
tout ¢ |u(t)| = 1.

Quelle propriété peut-on en déduire pour le
vecteur dérivé u’(t)?

Soit fune application définie de R dans R?,
ce dernier étant muni de sa structure eucli-
dienne canonique. Soit Pun plan de R3.
On suppose que pour tout # le vecteur f(—¢)
est le symétrique orthogonal de f(¢) par
rapport au plan P,

a. Pour deux réels a et b, comparer les vec-

b —a
teurs J' f(t)dt et J,,,f(t)dt'

b. Quelle propriété de ja f(u)du peut-on
en déduire ? o

Soient u et v des fonctions a valeurs réelles
de classe 6! sur R.

Soit fune fonction continue de R dans E,
espace vectoriel de dimension finie.

Quelle est la dérivée de la fonction ¢ définie

v(x

par 0(x) = Uu(x))f(t)dt)?

Soit fune fonction continue par morceaux
d’un intervalle / dans un espace de dimen-
sion finie Z.

On appelle primitive de fune fonction conti-
nue sur /, dérivable en tout point a ou fest
continue, avec F’(a) = f(a).

D 5

D 6

D 7

D 8

La fonction fadmet-elle des primitives ?
n
k
On définit, pour ne N, S, = Z% Soit
xe R. k=0

a. Suivant le signe du réel x, comparer les

no ok

X

. N X"

réels e* et E T
k=0

b. Montrer que la suite S, converge vers
er.

Soit P un polynéme a valeurs réelles. On
pose S(x) = J;we‘(’fg“)ﬂP(t) d¢.

a. Montrer que Sest une fonction définie sur
R.

b. Montrer que § est continue sur son
domaine.

c. Quelles sont ses limites en +co et —oo ?
d. Montrer que Sest €! sur tout segment de
la forme [-a, a], a> 0, puis sur R.

Montrer que I'inégalité de Taylor-Lagrange
peut étre étendue au cas ou fest €% sur
[a, b], 6% sur ]a, b[, avec f*+1) bornée
sur la, b[.

Soit fde classe ¢! d’'un segment [a, b] dans
un espace vectoriel £ de dimension finie.

b
Montrer que [, = J sin(nt)f(¢)dt a une

limite nulle. ¢
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