4 — Suites et approximation de fonctions

~_Avantla colle
_H—‘_E—-.—_

Tester ses connaissances

b 1

D 2

b3

On pose f,(x) = x pour x € [0, 1].
Lorsque 7 tend vers I'infini, f,(x) tend soit
vers O (si x € [0, 1[), soitvers 1 (si x = 1).
La suite (f,) converge-t-elle simplement sur
[0, 1]?

On consideére une suite (f,), , de

fonctions continues qui converge simple-
ment vers une fonction f sur R}.

a. Pour montrer que fest continue, suffit-il
qu’il y ait convergence uniforme sur tous les

segments de la forme El, a], aveca>17?

On suppose en outre que les fonctions f,
ont pour limite 0 en I'infini. Pour en déduire
que fa pour limite 0 en I'infini, suffit-l :

b. qu’il y ait convergence uniforme sur tous

les segments de la forme [é, a], aveca>17?

c. qu’il y ait convergence uniforme sur les
intervalles [a@, + o[, a>17?

La limite d’une suite uniformément
convergente de fonctions continues par
morceaux est-elle nécessairement continue
par morceaux ?

D 4

D5

D 6

D 7

Indiquer comment utiliser le théo-
réme d’interversion de limites pour montrer
que la suite f,: ¥ — x” ne converge pas uni-
formément sur [0, 1[.

Quelles sont toutes les fonctions que

l’on peut obtenir comme limite uniforme de
fonctions polynomes sur [0, 1]°?

On suppose réalisées les hypothéses du théo-
reme de convergence dominée sur /= [0, +eo[
pour une suite de fonctions ( f,), mais avec la
propriété de domination remplacée par I'une
des hypotheses suivantes :

a. Vne N, Vx>3, |f (%) < o(x);

b. Vn>3, Vxe I, |f,(x)] < ¢(x);

c. Vne N, |[f,(x)| = x_(>)+w(p(x).

Dire, dans chaque cas, si 'on peut trouver la
limite de J;rwfn(t)d t.

Le théoreme de Weierstrass polynomial
peut-il étre étendu aux fonctions continues
sur R au lieu d’'un segment ?

© Nathan, classe prépa

7

4 - Suites et approximation de fonctions




:

Savoir appliquer le cours

b 1

D 2

P 3

a. La limite simple d’une suite de fonctions
croissantes (respectivement convexes) est-
elle une fonction croissante (respectivement
convexe) ?

b. La limite simple d’une suite de fonctions
bornées est-elle bornée ?

Donner la limite simple des suites de fonc-
tions suivantes :

a. [, x—>e ™ sur R, ;
b. f, définie sur R par:

Fulx) = {(1 +3)
0

.1
si-<x<n
n

sinon

On pose f,(x) = J/x2+n72

pour n= 1.

Montrer que ces fonctions sont dérivables,
forment une suite qui converge uniformé-
ment sur R, et que la fonction limite n’est
pas dérivable sur R.

b 4

D 5

D 6

D 7

p 8

D 9

Etudier les convergences simple et
uniforme pour la suite f,(x) = arctan(nx)
sur les différents intervalles de R.

Montrer que le théoréme de conver-
gence dominée permet de redémontrer le
théoreme d’interversion limite-intégrale sur
un segment.

Quelle est la limite de :
1 1 1
Z(1 — a2 | . 2an )
J.o cos(2(1 x) ) cos(Qx )dx.

40
J. e Marctantd ¢
0

Calculer la limite de 7,
de deux facons.

Calculer la limite de 7,

Soit une fonction f continue sur

[0, 1] et telle que pour tout polynéme P, on

ait j;f(t)P(t) d¢=0.

Montrer que fest la fonction nulle.

J'; " d.
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