10 — Formules de Taylor et développements limités

Avant la colle
'—‘-—--..____E__-_

Tester ses connaissances

L T Les propositions suivantes sont-elles vraies

ou fausses ?

a. Si une fonction réelle est de classe €= sur
un intervalle, elle admet un développement
limité a tout ordre au voisinage de tout point
de cet intervalle.

b. Si deux fonctions réelles fet gadmettent
des développements limités a 'ordre 7 au
voisinage de 0, alors la fonction f + g admet
un développement limité a 'ordre 7 au voi-

sinage de 0.

c. Si deux fonctions réelles fet g admettent
des développements limités a 'ordre 7 au
voisinage de 0, alors la fonction f x g admet
un développement limité a 'ordre 27 au voi-
sinage de 0.

d. Si une fonction réelle continue f admet
un développement limité a 'ordre 7 au voi-
sinage de 0, alors une primitive 'de fadmet
un développement limité a ordre n+ 1 au
voisinage de 0.

e. Si une fonction réelle dérivable fadmet
un développement limité a 'ordre 7 au voi-
sinage de 0, alors sa dérivée f’ admet un
développement limité a 'ordre n— 1 au voi-
sinage de 0.

f. Si une fonction réelle f de classe €"
admet un développement limité a 'ordre =
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au voisinage de 0 de partie réguliere P, alors
sa dérivée [’ admet un développement
limité a 'ordre n—1 au voisinage de 0 de
partie réguliere P’.
n

Soit P : x— P(x) = Zakxk une fonction

k=0
polynomiale réelle de degré n= 1.

a. Soit g€ [0, n—1]. Padmet-elle un déve-
loppement limité a 'ordre ¢ au voisinage de
0 ? Si oui, donner ce développement.

b. P admet-elle un développement limité a
I'ordre 7 au voisinage de 0 ? Si oui, donner
ce développement.

c. Soit g€ N tel que ¢ > n. Padmet-elle un
développement limité a 'ordre ¢ au voisi-
nage de 0 ? Si oui, donner ce développe-
ment.

Déterminer les développements limités a
Pordre 3 au voisinage de 0 de

fix—=>Jl+x etde g:x— L

A/1+x.

Déterminer le développement limité de la
fonction arctan a tout ordre au voisinage de
0 (on pourra dériver cette fonction).
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Savoir appliquer le cours

‘ 1 Soit J une fonction réelle définie sur un inter-

valle / contenant 0.

1. Montrer que f est continue en 0 si et seu-
lement si f admet un développement limité
a lordre 0 au voisinage de 0.

2. Montrer que f est dérivable en 0 si et seu-
lement si f admet un développement limité
a lordre 1 au voisinage de 0.

3. Soit la fonction fdéfinie sur R par

N
x3sin=six # 0
fria— X

0 six =0

a. Montrer que f admet un développement
limité a I'ordre 2 au voisinage de 0.

b. Montrer que f est dérivable en 0.

c. La fonction fest-elle deux fois dérivable
en0?
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d. La fonction f” admet-elle un développe-
ment limité a 'ordre 1 au voisinage de 0 ?

Démontrer les développements limités de
référence vus au 2.3. (proposition 7).

Déterminer les développements limités a
I'ordre 4 au voisinage de 0 de :

a. f 1 x—sin(3x) + exp(—x)

b. f : x> cos(2x)In(1 + x)

c. [ : x> tanx

d. f : x— In(ch(x))
Démontrer le corollaire 1.

a. Soit x un réel strictement positif, montrer

In(1 +x)—x+%x2 < %
b. Déterminer une valeur approchée de
In(1,003) a 103 pres.
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