7 — Continuité sur un intervalle des fonctions réelles

Avant la colle
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Tester ses connaissances
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Soit une fonction réelle fdéfinie sur R. Y a-t-il
équivalence entre les propositions suivantes ?
Lune implique-t-elle I'autre ?

A : la restriction de fa [0, 1] est continue.
B fest continue en tout point de [0, 1].

Limage d’un intervalle ouvert par une fonc-
tion réelle continue est-elle nécessairement
un intervalle ouvert ?

a. Existe-t-il des fonctions réelles définies et
continues sur [0, 1] et non bornées ? Si oui,
en donner un exemple.

b. Existe-t-il des fonctions réelles définies et
continues sur ]0, 1] et non bornées ? Si oui,
en donner un exemple.

c. Existe-t-il des fonctions réelles définies et
continues sur |0, 1], bornées mais n’attei-
gnant pas leurs bornes ? Si oui, en donner
un exemple.

d. Existe-t-il des fonctions réelles définies et
continues sur [0, 1], bornées mais n’attei-
gnant pas leurs bornes ? Si oui, en donner
un exemple.

Cocher la bonne réponse.

1. Soit une fonction réelle f définie sur
[a, b] et croissante, alors f([a, b]) est:

HPRTONIO)
L b. 178, fa)]

c. On ne peut pas savoir.
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D 6
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2. Soit une fonction réelle fdéfinie et continue
sur [a, 0] et décroissante. Alors f([a, 6]) est:

L a. (f(a), f(B)]
b, 178, f(a)

c. On ne peut pas savoir.

a. Soit fune fonction réelle définie et continue
sur un intervalle 1Y a-t-il équivalence entre les
propositions suivantes ? Lune d’elles impli-
que-t-elle 'autre ?

A4: f>0.

B:30.>0 telque Vxe I, f(x)=oa.

b. Méme question lorsque / est un segment

[a, b].

a. Soit f une fonction réelle définie sur
[0,2]. On sait que les restrictions de fa
[0,1] et a [1,2] sont continues. Peut-on
affirmer que fest continue ?

b. Méme question si les restrictions de fa
[0, 1] eta ]1, 2] sont supposées continues.

Une application contractante est-elle néces-
sairement continue ?
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Savoir appliquer le cours

) 1

D 2

P 3

a. Démontrer les propositions 4 et 5.
b. Démontrer la proposition 9.

a. Montrer que pour tout (p, ¢) € R?,
£-tnb g

cosp— cosq = —2sin

b. Montrer que la fOI’lCthIl cosinus est lips-
chitzienne sur R.

c. La fonction cosinus est-elle uniformément
continue sur R ?

Soit la fonction fdéfinie sur [0, 1] par :
Vxe [0, 1], f(x) = Jx.

a. Montrer que lim nf( ) + oo,

n—>+oo

> 4
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b. Montrer que fn’est pas lipschitzienne sur
[0, 117.

c. Montrer que f est uniformément continue.

Soit f une application continue de [0, 1]
dans [0, 1].

Montrer que fadmet un point fixe (c’est-a-
dire que : 3x € [0, 1] tel que f(x) = x).

Soit fune application définie et continue de
[1,2] dans R.

Montrer que : 3M > 0 tel que Vx e [1, 2],
If () < Mx.
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