6 — Matrices

Avant

e
s

la colle

Tester ses connaissances

k 1 Dans chacun des cas suivants, dire si le pro-
duit AB est défini et préciser le type de ABle
cas échéant :
a. de M, ,(K);

B est une matrice colonne a p lignes.
b. A4 est une matrice ligne a n colonnes ;

B est une matrice colonne a 7 lignes.
c. Ae ./(/Ln,p([K);

B est une matrice ligne a n colonnes.

d. A est une matrice ligne a n colonnes ;
Be A, ,(K).

D 2 Soit 4, Bet Cdans M, ().
1. AB=0=4=0 ouB =0.

D a. Vrai. D b. Faux.

2. AC = BC= A = B.
D a. Vrai. D b. Faux.

D 3 Soit 4 et B deux matrices de M, (1) telles
que: VX e ‘A/prl(K), AX = BX.
Montrer que 4 = B.

D 4 Soit (E)),_,,

Isj=n
M, (). Sip, ¢, r, sappartiennent a [1, z],

E,E,,

la base canonique de

calculer le produit

k 5 Soit D = diag(a.,, ..., o)

et D’ = diag(ay, ..., o)

deux matrices diagonales d’ordre 7.
a. Que vaut DD’ ?

b. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que D soit inversible. Que vaut
alors D1 ?

P 6 Montrer que ’ensemble des matrices antisy-
métriques et 'ensemble des matrices symé-
triques de JM,(IK) sont deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires.

D 7 Le sous-espace vectoriel des matrices symé-
triques de JL,(IK) est de dimension :

D a n(n-1)
2

(b2

e

2
n(n+1)
2

D 8 Soit fTendomorphisme de R;[X] défini par
VPe Ry[X], f(P) = P+P.

1. Ecrire la matrice Mde fdans la base cano-

nique (1, X, X2, X3) de Ry[X].

2. Montrer que M est inversible et préciser

son inverse.

Savoir appliquer le cours

k 1 Si A4 est une matrice carrée, on appelle trace
de Ale scalaire noté Tr(A4) égal ala somme

des éléments diagonaux de 4 :
n

Si A = (al'j)lgigﬂ’ Tr(A) = Zaii'

Isj<n i=1

1. Montrer que Tt : M, (IK) — [, A~ Tr(4)
est une forme linéaire.

2. Montrer que si 4 et B appartiennent a
M (K), Tr(AB) = Tr(BA).

3. En déduire qu’il n’existe pas de matrices 4
et Bdans Jl,(K) telles que AB-BA4 =1,.

D 2 SiPe R4[X], on note
1 .
f(p) = (X—l)[P—é(X—l)SP@)}.
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P 3

D 4

1. Montrer que fest un endomorphisme de
Ry[X].

2. Si ke [0, 3], on note Q, = (X-1)~
Vérifier que B = (Q,, ..., Q3) estune base
de R;[X].

3. Ecrire la matrice M de Jdans la base 3.
4. En déduire I'image et le noyau de f.

Soit Ala matrice de JL,(KK) dont tous les élé-
ments valent 1. On note I la matrice unité
d’ordre n et

F={Me M(K)/3(a, b) e K2, M = ad + b1},

1. Montrer que Festuns.e.v. de JL,(IK) stable
pour la multiplication et en donner une base.

2. Pour tout entier naturel p non nul, calcu-
ler A? puis M? lorsque M € F.

1 -2 -2
Soit A=|_1 9 _1| et I la matrice
1 1 4

unité d’ordre 3.

1. a. Exprimer 42 en fonction de A et L.
b. Montrer que 4 est inversible et préciser
son inverse.

2. On considére I’équation matricielle

(E): AX+ XA =1,
d’inconnue X appartenant a Jl; ().
a. Si X est solution de (E), montrer que A2
et Xcommutent, puis que 4 et X commutent.
b. En déduire que (£) admet une unique
solution que I'on précisera.

D 5

D 6

Soit A un élément de L, (R) vérifiant
A3 = 0.
Pour tout réel £, on pose E(¢) = I+ t4+ §A2
ou I désigne la matrice unité d’ordre 3.
1. Montrer que :
V(t, t')e R2, E)E() = E(t+1).

2. En déduire que pour tout réel ¢, E(t) est
inversible et préciser son inverse (en fonc-
tion de et A).

3. Pour tout réel ¢ et tout entier naturel =,
calculer (E(%))" en fonction de ¢, n et A.

1 4 8
4.Soit B=|(0 1 4 | Justifier que Best
0 0 1

inversible, calculer son inverse et B", ou n
est un entier naturel.

b

a ¢
Soit E=13p 4 c¢1/(a, b,c)e R3¢
c b a

1. Montrer que Eest un s.e.v. de .4 (R) dont
on précisera une base et la dimension.

2. Montrer que (E, +,X) est un anneau
commutatif.

3. Soit 4 un élément inversible de E.

En considérant application ¢ définie sur £
par (M) = AM, montrer que 4~ ' € E.

4. (E, +, x) est-il un corps ?
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