4 — Espaces vectoriels, applications linéaires

Avant la colle

—

Tester ses connaissances

b 1 Soit 4 et Bdeux s.e.v. d'un K-e.v. E.

1. AN B estun sous-espace vectoriel de E.

|| a. Vrai || b. Faux.
2. AU B est toujours un sous-espace vecto-
riel de E.

| | a Vrai || b. Faux.

D 2 Soit Eun K-e.v. Soit a et b deux vecteurs de
Eet F = {aa+Bb/(a, B) e K2}.
Montrer que Fest un s.e.v. de E.

D 3 Onnote respectivement & et $, 'ensemble
des fonctions paires et 'ensemble des fonc-
tions impaires sur R a valeurs dans R.
Montrer que & et $ sont des sous-espaces
vectoriels supplémentaires de F(R, R).

D 4 Soit E, Fet G des K-ewv.,, fe $(E, F) et
ge L(F, G).

Laquelle de ces inclusions est toujours véri-
fiée ?

D a. Ker(go f) c Kerf.

P 5 Soit Eet Fdeux K-ewv., fe £(E, F) et

ae K.
Montrer que Ker(of) = Kerf et
Im(af) = Imf.
D 6 Tout automorphisme de £ est un endomor-
phisme de E.
D a. Vrai. D b. Faux.

D b. Kerf c Ker(ge° f).

7 Soit E, Fet G trois espaces vectoriels.
Soit ve £(F, G). On considere I'applica-
tion y : L(E, F) > %(E, G), u—vou.
Montrer que y est linéaire.

Soit Eun K-ev. et pe L(E).

a. Montrer que p est un projecteur de £si, et
seulement, si Idz — p est un projecteur de £.
b. Si p est un projecteur de £, montrer que :

Ker(Id; - p) = Im(p)
et Im(Id; - p) = Ker(p).

Savoir appliquer le cours

‘ 1 Soit #=2. Parmi les ensembles suivants,
lesquels sont des sous-espaces vectoriels de
I’espace vectoriel R” ?

D a. {(x, ..., x,) e R"/x, =0}

D b. {(x, ..., x,) e R*/x, =1}

D c. {(xy, ..., x,) € R”/x?+x§ =0}
Ll d ey, o ) € Ri/d = o
D e {(x, ..., x,) € R/ xx9 =0}

D f. {(xl, ey X,) € [R"/in = 0}.

i=1

‘ 2 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont
des sous-espaces vectoriels de ’espace vec-
toriel des fonctions de R dans R ?

D a. Lensemble des fonctions a valeurs positi-

ves ou nulles.

D b. Lensemble des fonctions nulles en 0.
D c. Lensemble des fonctions polynomiales
de degré 2 exactement.

D d. Lensemble des fonctions continues dont
l'intégrale entre 0 et 1 est nulle.
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k 3 Parmi les ensembles suivants, lesquels sont
des sous-espaces vectoriels de I'espace vec-
toriel des suites complexes ?

a. Uensemble des suites bornées.

|| b. Lensemble des suites de limite nulle.
|| ¢. Lensemble des suites divergentes.

D 4 Parmi les applications suivantes, lesquelles
sont des endomorphismes de £ ?

[ la. E= (R, R), u:fr2f.
E]b.E=9?([R€,[R§), u:fr>fof.
Ll e  E=€R,R), u:fr>f.
Dd.E:RQ, u: (%, )= (x+9y, x—y).

D 5 Les applications suivantes sont-elles des for-
mes linéaires sur £ ?

D a. E = FR,R), u: f— f(a) ot aestun
réel fixé.

b E = %(la; 8], R), u:fejbf(t)dt oi

a et b sont deux réels fixés, a < b.

D 6

p 7

D 9

D 10 Soit f: R2— R2,

Soit n = 2. Montrer que 'application
u: P>X(1-X)P"-2X-1P
est un endomorphisme de R,[X].

Soient £, Fet G trois espaces vectoriels.

Soient ue L(E, F) etve L(F, G).

Démontrer ’équivalence suivante :
vou = 0 < Imuc Kerv.

Soit £ un [K-espace vectoriel. Soient fet g

deux endomorphismes de E tels que :
feg=g°f

Un sous-espace vectoriel Fest dit stable par g

lorsque g(F)c F.

Montrer que Ker fet Imf sont stables par g

Soit £ un KK-e.v. Montrer que si fet gsont
deux formes linéaires sur £ telles que :

Vxe E, f(x)g(x) =0,
alors fou gest nulle.

(x, y)— (4x -6y, 2x - 3y).
Montrer que fest un projecteur de R2.
Préciser son image et son noyau.
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